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Croissance par
Division du Travail

Xavier E. RAGOT *

RESUME. — Cet article présente un mécanisme de croissance fondé sur
la seule division du travail, c'est-a-dire sur l'augmentation de la diversité
des taches. La division du travail a lieu a la fois au sein des entreprises et
entre celles-ci. Le processus d'augmentation du nombre de taches est ren-
due possible par 'augmentation du nombre d'entreprises. Létude de la divi-
sion optimale du travail montre que I'équilibre décentralisé n'alloue pas
assez de ressources a la coordination du travail.

Growth by Division of Labour

ABSTRACT. — This paper presents a growth model based on continuous
increases in division of Labour. Division of Labour takes place within each
firm. It raises the productivity of workers but it is limited by coordination
costs. This division of labour generates innovation opportunities and allow
for the introduction of new types of capital goods, which are produced by
firms which divide work again. The continuous increase in the number of
tasks performed within firms generates a balanced growth, because of the
increase in the ‘roundaboutness’ of the production method. We show that
the market equilibrium generates a balanced growth path and that it allo-
cates to few resources to the coordination of division of labour.
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1 Introduction

Quelles sont les causes des gains de productivité globale des facteurs a long
terme ? Les réponses a cette question ont donné lieu a différents modeles cano-
niques de croissance endogene, parmi lesquels le modele de croissance
endogene par externalité sur le stock de capital (ROMER [1986]), par accumula-
tion de capital humain (Lucas [1988]), par augmentation de la diversité des
biens capitaux (ROMER [1990]) et enfin par augmentation de la qualité des
biens dans un processus de destruction créatrice (AGHION et Howirt [1992]).
L’objet de cet article est de montrer que la division du travail, c’est-a-dire
I’augmentation de la diversité des tiches, constitue un autre mécanisme de
croissance de long terme. En effet, on présente un modele dans lequel la crois-
sance est portée par 1’évolution endogene de la composition du facteur travail
et, bien que la diversité des biens capitaux augmente, ceux-ci ne contribuent a
la croissance de long terme que dans la mesure ou ils incorporent différentes
taches.

Plus précisément, le mécanisme de croissance passe par la relation entre la
division du travail au sein des entreprises, et la division du travail entre les
entreprises, ¢’est-a-dire le fractionnement des taches entre les entreprises. Bien
que la premiere forme de division du travail soit essentielle, la croissance de
long terme repose sur la différenciation des entreprises. La division du travail
dans I’entreprise est le résultat d’un arbitrage entre les gains de productivité du
travail issus de la division des tiches, et les cofits de coordination de la division
du travail qui reposent sur la gestion de I’information et des conflits d’intérét
au sein de I’entreprise (COASE [1937], BECKER et MURPHY [1992], BOLTON et
DEWATRIPONT [1994]). Une fois que I’entreprise a décidé sa division du travail,
elle exprime une demande de travail pour assurer la réalisation de différentes
taches. De nouvelles entreprises peuvent alors fournir des biens qui se substi-
tuent aux travailleurs sur des tiches précises, ou en d’autres termes, peuvent
mécaniser la division du travail des entreprises préexistantes. Ces nouvelles
entreprises divisent aussi le travail, donnant lieu a leur tour a des opportunités
d’introduction de nouvelles machines. Ce modele accorde ainsi une place
importante au mécanisme qui relie la division du travail et I’introduction de
nouvelles machines ou de nouveaux outils, mécanisme que soulignait déja
Adam SMITH [1776] puis Alwyn YOUNG [1928]. Par ailleurs, ce modele met en
lumiere 1’aspect créateur du marché, souligné par KALDOR [1972], par la
formalisation du mécanisme de création de nouvelles taches, rendue possible
par 1’apparition d’opportunités d’investissement du fait de I’évolution de la
division du travail. Le processus de croissance repose sur I’apparition continue
de nouvelles tiches et de nouveaux biens capitaux. Des chalnes de biens capi-
taux se créent et s’allongent progressivement du fait de la mécanisation de la
division du travail. Les gains de productivité de long terme reposent sur une
succession d’innovations qui entrainent 1’allongement continu des détours de
production. Ce type d’innovations, de nature incrémentale (AMABLE [1995]),
correspond a la vision du progres technique de GILFILLAN [1970] : « une inno-
vation importante est une perpétuelle addition de petits détails, n’ayant ni
début ni fin, ni limites définissables. ».
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Ce modele appartient a deux types de littérature. Le premier est la littéra-
ture sur la croissance endogeéne. Plus particulierement, il appartient a
I’ensemble des travaux de croissance endogene sans effets de taille (KORTUM
[1997], SEGERSTROM [1998], YOUNG [1998], WEITZMAN [1998], EICHER et
TurNOvVSKY [1999], JoNes [1999], Howirt [1999] entre autres, voir
D’AUTUME [1998] et JONES [1999] pour une présentation générale). Cette
seconde série de modele de croissance endogene s’est développée a la suite
des travaux de Jones [1995, 1999] qui a établi que les premiers modeles de
croissance endogene ne permettaient pas de rendre compte de la croissance
lorsque la taille de la population croit. Le modele que I’on présente est un
modele de croissance semi-endogene, comme ceux de KorRTUM [1997] et
SEGERSTROM [1998] qui ont une croissance par téte positive si la taille de la
population croit. Comme 1’écrit WEITZMAN [1998], on peut caractériser cette
littérature comme une tentative de compréhension de la boite noire que
constitue la fonction de production des innovations, qui a été introduite dans
les modeles de croissance endogeéne pour comprendre une autre boite noire
que constituait « le progres technique » dans les premieres analyses de la
croissance. L’apport de cet article est de se concentrer sur la genese des
opportunités d’innovation, laquelle repose sur la division du travail qui
engendre de nouvelles tiches & mécaniser.

Le second type de littérature concerne 1’ensemble des travaux macroécono-
miques sur la division du travail (YANG et BORLAND [1991], BECKER et
MurpHY [1992], KELLY [1997]). Cet article se distingue des modeles de YANG
et BORLAND [1993] et de BECKER et MURPHY [1992], par le mécanisme de
croissance : les premiers introduisent un mécanisme d’apprentissage par la
pratique, alors que les derniers introduisent un mécanisme d’accumulation du
capital humain. L’apport de ce modele est de démontrer que ces mécanismes
de croissance ne sont pas nécessaires lorsque I’on formalise le processus de
création de nouvelles taches. Enfin, KELLY [1992] montre dans un cas général
que la conception de la croissance d’Adam SMITH engendre un processus
discontinu de croissance avec effet de seuil. Ce modele possede cette propriété
sous la forme d’une trappe a pauvreté. Une taille du marché minimum est
nécessaire pour permettre une croissance auto-entretenue. La modélisation de
I’évolution endogene de la division du travail aboutit & un modele de crois-
sance endogene ne présentant pas d’effets de taille quant a la population. Le
taux de croissance de 1’économie dépend du taux de croissance de la popula-
tion et non de sa taille, qui n’a qu’un effet transitoire sur le taux de croissance.
L’étude de I’allocation du planificateur central montre que 1’équilibre décentra-
lisé conduit a un taux de croissance de long terme qui est optimal, mais a une
dynamique transitoire non optimale, comme dans le modele de SEGERSTROM
[1998]. On montre par ailleurs que 1’économie décentralisée alloue trop peu de
ressources a la coordination de la division du travail.

Dans une premiere section, on modélise la division du travail dans une
entreprise. La seconde section modélise I’apparition de nouvelles entreprises
en équilibre partiel. La troisiéme section présente le modele de croissance
endogene. La derniere section étudie le programme du planificateur central.
La conclusion résume les résultats. Les principaux résultats sont présentés
sous la forme de lemmes et de propositions dont les démonstrations sont
renvoyées en annexe afin de faciliter I’interprétation économique des méca-
nismes.
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2 Division du travail au sein des
entreprises

Lutilit¢ des ménages dépend linéairement de leur consommation. Leur
utilité intertemporelle s’écrit

00
U= Z BT e
=0

avec f = (1+r)"', o la constante r est le taux de préférence pour le
présent. ¢, est la consommation totale de la population. A la période ¢, celle-ci
est de taille L; et croit & un taux u constant. Cette spécification linéaire de
I’utilité intertemporelle est similaire a celle D’ AGHION et HowiTT [1992]. Elle
détermine la valeur du taux d’intérét réel, r , mais laisse indéterminé le
montant de 1’épargne, ce qui permet de concentrer I’analyse sur la dynamique
de la production.

La production du bien final dépend d’un continuum de longueur m de biens
intermédiaires. La fonction de production du bien final est a rendements
décroissants

m  s—1
_ s .
) y _/, g di

=0

En prenant le prix du bien final comme numéraire, et en notant P; le prix du
bien intermédiaire i, le programme du producteur du bien final est
s—1
max finlo q; 5 di — P;q;, ce qui donne la fonction de demande inverse pour
qi -

les m producteurs de biens intermédiaires

s —1 1
(2) P(q)=( S )q s

Chaque firme qui produit un bien intermédiaire choisit sa division du
travail. Si une entreprise produit avec une seule tache, sa fonction de produc-
tion a rendements constants prend la forme f(x) = x, ou x est la quantité de
travail allouée a cette tiche. La quantité produite g est donc simplement
q = x. La tache unique peut étre divisée en un continuum de taches de
longueur n. Le parametre n sera constant et exogéne dans tout le modele.
Chaque tache se divisera donc de la méme maniere. La production est mainte-
nant une fonction du temps alloué a chaque sous-tache, x; avec 1 <i < n :

S
I Sy L
g=ns-1 'Oxi di
1=
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Les différentes tiches se combinent avec une élasticité de substitution
constante. Suite aux travaux de BENASSY [1996], on sait que y est la mesure
correcte de I’influence de la division du travail sur la productivité du travail.
En effet, lorsque le travail n’est pas divisé, la quantité produite par une unité
de temps est 1. Apres la division du travail, la production la plus grande est
obtenue en allouant 1/n unité de travail a chaque tiche. La quantité produite
par une unité de temps est alors n¥ > 1. Les gains sont d’autant plus grands
que n est grand et que y est grand. La division du travail est alors dite a
I’ordre 1.

Cette forme de division du travail modélise en méme temps la subdivision
d’une tache en n taches différentes, et 1’apparition d’un détour de production.
Pour reprendre la métaphore de YOUNG [1928], si la tiche consiste a planter
un bout de métal, ce que I’on faisait avec des moyens sommaires, la division
en sous-taches peut étre de fabriquer un marteau, et de transformer le bout de
métal en clou, efc... Les nouvelles tiches ne sont pas forcément incluses dans
la tiche que I’on divise. Ainsi, si I’on accepte la conception de YOUNG de la
division du travail, comme incorporation dans de nouveaux objets, le terme de
« subdivision du travail » peut étre trompeur, car dans la division du travail
apparait de nouvelles tAches qui n’existaient pas auparavant.

La division du travail a I’ordre 2 consiste en la division de chaque tiche x; en
un continuum de n tiches. Cela peut étre représenté formellement par

s—1

S
__1 s=b o\ s—1
x; =n"" 51 ( fk":Oxi’,f dk) .La fonction de production devient

s—1

2(?—&) n n = ;. s—1 c . s 1s
g=n Jizo Jicox; i didk . La division du travail a I’ordre

p est la division de chaque tiche en sous taches p fois. La fonction de production

dépend alors de n? termes, qui sont les temps de travail alloués aux n? tiches, et
S

p(y_ 11> . . s—1 5—1
2 N _ §— S . . oy.
estégaled g =n (f 0 "'fi,,:o xil,...,ipd”""dll’> . En utili-

i1=

sant un seul indice
__1 nf s—1 S
NN g
3) g=n s—1 (/0 xisdl>Y

Plus que I’indexation des tiches, c’est la taille de I’ensemble des taches, n?,
qui est importante pour 1’entreprise. En effet, comme les tiches interviennent

symétriquement dans la fonction de production, la question n’est pas quelles

taches réaliser, mais plutdét combien de taches sont réalisées L

La division du travail augmente la productivité du travail, mais elle ne peut
se faire sans cotits. Pour COASE [1937] la fonction d’organisation de 1’entre-
preneur connait des rendements décroissants. L’économie de 1’information
montre que ces colts sont induits, entre autre, par le probleme de 1’acquisition
et de la circulation de [I’information dans I’entreprise (BOLTON et

1. La symétrie du modele rend donc 1’optimisation sur p rigoureuse dans le cadre de cette réindexa-
tion particuliere.
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DEWATRIPONT [1994]). Les cofits d’organisation et de gestion de I’information
sont représentés par une fonction croissante de la division du travail de la
forme h(n + 1)?. L’intuition économique de cette expression est la suivante :
pour chaque tiche effectuée, un temps mort /2 est nécessaire pour acquérir les
informations sur le contenu du travail. De plus, un ensemble de tiches supplé-
mentaires, de mesure fixée a 1, et de méme durée h est nécessaire pour
coordonner les autres taches. Ainsi, a chaque division, la taille de I’ensemble
des tiches consacrées a 1’organisation est multipliée par n 4 1. Comme
chacune d’elle dure un temps /&, on retrouve 1’expression h(n + 1)P. Le
modele ne dépend pas de cette hypothese précise : n’importe quel coft de
coordination de la forme Am?, avec m > n aboutit aux mémes résultats.

En notant p la division interne du travail des entreprises qui vendent les
biens intermédiaires, le profit d’une entreprise au sein du continuum est

nP1
H(Pl,xi)=P(Q)q—/ xiw di —hwn+ )P ou0<i <n!
0

avec la fonction de production (3) et la fonction de demande inverse (2). Le
salaire horaire w est commun a tous les salariés. La maximisation du profit

max 7(p1,x;), 0 <i < nP détermine les demandes de travail x; pour chaque
PoXi

tache et la profondeur p; de la division du travail

2s
“) xpi=w"’ (—s - 1) pP1s=DH=D
N

Le temps de travail alloué a chaque tache est donc le méme. La maximisa-
tion en fonction de la division interne du travail donne, en utilisant I’équation
précédente,

n+1 N\ 1 (s—1\* . Inn
(%) —o=n ) =3V Wt
nyG—1 h s In(n+1)

Les conditions de second ordre imposent y(s — )lnn <Inn+1. Le
terme de gauche de I’équation (5) est donc une fonction croissante de p;. La
division du travail est une fonction décroissante du coiit du travail w et du
colt de division du travail 4.

Les deux équations précédentes permettent de calculer le ratio T du nombre

de travailleurs consacrés a la production sur le nombre de travailleurs consa-
crés a I’organisation dans chaque entreprise :

nPlx Iln(n+1)
T = = —
h(n 4+ 1)~ y Inn

Ainsi plus la division du travail augmente la productivité, c’est-a-dire plus y
est grand, plus la quantité de travail alloué a la la coordination et la gestion de
I’information est importante. Les équations (4), (3) et (2) permettent de calcu-
ler le prix

S

P=——n"Ply
s—1
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Le prix d’un bien intermédiaire est proportionnel au coiit unitaire du
travail. Il dépend négativement de 1’effet de la division du travail sur la
productivité, y. Les gains de productivité se répercutent ainsi en une baisse
des prix. Le terme S%l représente le pouvoir de monopole du producteur
intermédiaire.

MARSHALL [1920] pose une distinction célebre entre les rendements
internes a ’entreprise et les rendements externes a 1’entreprise mais internes
au secteur industriel. Nous avons jusqu’a présent modélisé les premiers. La
section suivante modélise les seconds. Ceux-ci sont engendrés par la modifi-
cation de la division du travail a 1’échelle macroéconomique, liée a
I’apparition de nouvelles entreprises.

3 Division macroéconomique du travail

L’hypothese de ce modele est que la division interne du travail, modélisée
dans la section précédente, engendre des opportunités de profit qui permettent
a de nouvelles entreprises de vendre des biens capitaux. Suivant Adam SMITH,
les opportunités de profits correspondent a la possibilité de vendre des biens
réalisant les différentes tiches de 1’économie qui étaient effectuées auparavant
par des travailleurs. Les nouvelles entreprises divisent elles-mémes le travail
en leur sein, engendrant ainsi d’autres opportunités de profits. Ainsi des entre-
prises apparaissent successivement pour produire de nouveaux biens capitaux,
allongeant les détours de production. En ce sens, les nouvelles entreprises
produisent des machines qui incorporent les tiches réalisées auparavant par
les salariés. Le travail n’est pas seulement divisé au sein des entreprises, mais
aussi entre les entreprises par 1’intermédiaire de la structure des prix relatifs.
Pourquoi ce fractionnement de la production en entreprises différentes ? La
réponse renvoie a I’existence de coits de coordination et de rendements crois-
sants du fait de la division du travail dans I’entreprise : 1’utilisation de la
coordination par les prix permet aux entreprises d’acheter des biens sans se
soucier de leur production, ce qui économise les coiits de coordination,
comme le remarque COASE [1937]. L’existence de cofit de coordination tend
donc a fractionner la production en entités distinctes qui se coordonnent par le
systeme de prix. L’existence de rendements croissants issus de la division du
travail tend a rassembler la production en des entités plus importantes.
L’équilibre de ces deux tendances faconne la structure industrielle. Le modele
s’éloigne ici des analyses de COASE [1937] qui n’introduit pas de rendements
croissants pour justifier 1’existence des entreprises, mais un cofit d’utilisation
du systeme de prix.

Cette section montre qu’en équilibre partiel, c’est-a-dire lorsque le salaire w
et le revenu R sont fixés, la structure de I’économie se développe de la
maniere suivante : la division du travail des entreprises décroit avec la profon-
deur de la division externe du travail et celle-ci s’arréte a une valeur #yax dont
on étudie les propriétés. La figure 1, schématise la structure industrielle. Les
entreprises sont représentées par des triangles stylisés équilatéraux dont la
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FIGURE 1
Taille des firmes a revenu fixé

Revenu R

!

Firme 0
Profondeur p,

Firme ¢
Profondeur p,

Firme ¢, 7

Profondeur pg A A
t t t

Salaire w

longueur de la base représente la mesure de I’ensemble des taches réalisées
dans I’entreprise. Ainsi plus une triangle est petit, plus la division du travail
est petite.

Une entreprise est dite de rang ¢ dans la division externe du travail lorsque
le nombre de biens capitaux entre 1’entreprise et I’entreprise produisant le
bien final est #. L’entreprise produisant le bien final est donc de rang 0. Si les
entreprises de rang t sont les dernieres, les entreprises qui se créent pour
vendre des biens capitaux aux entreprises de rang ¢ sont de rang r + 1. Le
processus d’apparition de nouvelles entreprises est le suivant : si la division
interne du travail des entreprises de rang ¢ est p;, celles-ci produisent par
définition avec des travailleurs exécutant un continuum n”* de tiches 2. Pour
chaque firme de rang ¢ un continuum de n”’ nouvelles entreprises apparais-
sent. Chacune d’elles produit un bien capital qui remplace les travailleurs
réalisant une tache précise. Les entreprises de rang ¢ produisent maintenant
avec des biens capitaux et économisent leurs cofits d’information. Les entre-
prises produisant les biens capitaux sont toutes différentes et vendent un bien
réalisant une tiche précise. Les biens intermédiaires sont entierement
consommés dans la période.

2. Nous pouvons indicer les firmes par leur seule place dans la division externe du travail, car nous
montrons qu’elles ont le méme programme et choisissent donc la méme division interne du travail
et les mémes quantités.
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Ce modele s’éloigne ici de modeles de croissance par R&D. En effet, ceux-
ci feraient dépendre le nombre de nouvelles entreprises seulement de 1’effort
de recherche. Le modele ne formalise pas ce mécanisme pour étudier le méca-
nisme de genese des opportunités d’innovation. L’hypothese que toutes les
opportunités de profits sont satisfaites est utilisée en premiere approximation
pour simplifier I’exposition. On suppose donc que le profit des entreprises est
la rémunération de I’effort de recherche et développement.

Lorsque des entreprises de rang ¢ 4+ 1 apparaissent, les entreprises de rang ¢
qui produisaient avec du travail achétent maintenant des biens capitaux qui
sont moins chers que le cofit du travail. Le prix des inputs des entreprises de
rang ¢t diminue, elles modifient alors leur prix, changeant ainsi le prix des
inputs des entreprises de rang ¢+ — 1. De proche en proche, I’ensemble de la
structure des prix relatifs se modifie apres 1’arrivée de nouvelles entreprises.

Ainsi, pour reprérer une firme dans la division du travail de 1’économie,
nous avons besoin de deux indices. Le premier indice [ situe le rang de I’en-
treprise dans la division externe du travail. C’est un indice statique qui
parcourt la structure productive. Le second indice ¢ décrit la profondeur de la
division externe du travail. Nécessairement / < . On montre plus loin que le
premier indice / détermine la demande vue par une firme, et que le second
indice ¢ détermine le prix de ses inputs.

P, m, qi sont respectivement le prix, le profit et la production des
entreprises de rang [ lorsque la profondeur totale de la division du travail est z.
Ainsi Py ;, qui est le prix que voit le consommateur final, est utilis€ comme
numéraire et est donc égal a 1. p; ; est la division interne du travail des entre-
prises de rang [ lorsque la division externe du travail est ¢. Enfin, la fonction
de demande inverse qu’anticipent les entreprises de rang [/ est notée P;(q).

Ainsi les entreprises de rang [ lorsque la division externe du travail est ¢
maximisent leur profit, qui s’écrit

np

(6) e = P —/0 Pig{di

La fonction de production est maintenant

__1 n?  s—1 %1
) qt=n‘”< H>(/ q,-sdi)s
0

La maximisation du profit se fait seulement sur les quantités g; car ’entre-
prise ne peut plus diviser le travail avec ses machines. La fonction de
production n’utilise donc plus de travail. Cette hypothese n’est pas essentielle
et est utilisée pour simplifier les calculs. L’hypothése importante est que, une
fois que les entreprises produisent avec des biens intermédiares, la division du
travail est déterminée par 1’utilisation de ces biens. En d’autres termes, une
fois que la division du travail est mécanisée, elle ne peut plus évoluer substan-
tiellement. Cette hypothese, qui est partiellement vérifiée dans le cadre d’une
division du travail fordienne et taylorienne (BOYER et SCHMEDER [1990]),
implique que le modele ne traite pas directement de 1’évolution de la division
du travail au sein des entreprises a long terme. Le gain est une simplification
analytique qui permet de concentrer 1’analyse sur la dimension externe de la
division du travail et d’étudier I’influence de celle-ci sur la croissance.
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L’hypothese d’irréversibilité de la division du travail et le programme des
entreprises, qui est statique, induit une sous-optimalité dans le modele. En
effet, la causalité qui relie le nombre de taches et le nombre d’innovations a la
période suivante, n’est pas prise en compte par les agents. Ce choix de modé-
lisation n’est pas seulement fondé sur la simplification mathématique. En
effet, I’introduction de nouveaux biens capitaux qui allongent la division
externe du travail est une innovation, dont I’effort, qui n’est pas modélisé ici,
est rémunéré par le profit de I’entreprise. Le nombre de tiches réalisées dans
une entreprise apparait donc comme une mesure du nombre d’opportunités
d’innovation. L’hypothese théorique du modele est alors que le mécanisme de
genese des opportunités d’innovation n’est pas connu des agents et apparait
donc comme une externalité. L’entrepreneur ne connait pas les tiches qui
peuvent €tre mécanisées au moment ou il divise le travail. Comme il a été
expliqué plus haut, I’hypothese que toutes les opportunités d’innovation sont
satisfaites a chaque période, est une simplification nécessaire pour obtenir des
résultats analytiques simples, mais n’est pas une hypotheése de nature écono-
mique. Les lecteurs curieux de connaitre les résultats du modele si les agents
connaissent le processus d’innovation au moment ou ils choisissent la divi-
sion du travail peuvent se reporter a I’étude du programme optimal qui integre
précisément cette causalité. Des lors, la seule différence entre le programme
décentralisé et le programme optimal repose sur 1’hypothése de concurrence
monopolistique, qui engendre une sous-optimalité du programme décentra-
lisé.

La résolution de ce programme donne la demande des entreprises de rang /
pour la production des entreprises de rang [ 4+ 1 lorsque leur prix est P, donc
aussi la fonction de demande inverse P;41(q). La détermination des fonctions
de demande inverse se fait par récurrence. Cette méthode de résolution du
modele permet de mettre en évidence I’évolution de la structure des prix rela-
tifs avec la division du travail.

LEMME 1 : Les entreprises de rang t > 1 voient une fonction de demande
inverse de la forme :

s=1_1 1\
©)) Pt(q):n<y $ S)X"' (S 1) q—%

avec x; = 22:1 Pk Elles choisissent une division du travail p;

P _ s(t+1)
(9) n—+1 4 _ ly Inn u)_s N 1 n(}/(s—l)_l))(t
n h' In(n+1) K

La fonction de demande vue par les nouvelles entreprises est la fonction de
demande vue par les entreprises de rang directement inférieur, multipliée par
une constante ss;l inférieure a 1, ce qui est la cause de la décroissance de la
division interne du travail avec le rang de I’entreprise. Comme dans la section
précédente, elle provient de la concurrence monopolistique des entreprises.
L’équation (9) montre que, conformément a I’intuition, la division du travail a
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chaque rang, p;, est une fonction croissante des gains de productivité qu’elle
peut engendrer, y, et une fonction décroissante des colits de coordination
mesurée par /i et du salaire horaire w. Le lemme précédent permet de déter-
miner I’ensemble de la structure des prix relatifs et de son évolution avec la
division du travail.

LEMME 2 : Les prix décidés par les entreprises obéissent a lI’équation de
récurrence suivante, ou t + 1 est la profondeur de la division externe du
travail.

N _
(10) Pl,z+1 = <s—1> n yplPl—i—l,z—i—l

Si Uentreprise est la derniéere, le prix qu’elle choisit est :

N

(11) i1 = ( )n—”’fﬁw

s—1

L’allongement d’une unité de la profondeur du travail modifie le prix que
fixe une entreprise de rang | de la maniere suivante

N _
Pl,t+1 = <ST1> n yptHPl,t

Ce lemme étudie I’évolution des prix en fonction de la division externe du
travail de deux manieres différentes. Tout d’abord, on étudie la relation entre
les prix fixés par des entreprises de rang consécutifs, / et [ 4 1, sans que de
nouvelles entreprises apparaissent, équation (10). La différence de prix est
d’autant plus grande que la division du travail dans I’entreprise de rang [ est
grande : sa productivité augmente alors, ce qui se traduit par une baisse du
prix de sa production par rapport au prix de ses inputs.

La derniere équation montre I’évolution du systeme de prix lorsque la divi-
sion externe du travail augmente. Les nouvelles entreprises de rang ¢ + 1
induisent une baisse du cofits des inputs pour les entreprises de rang ¢ d’un
rapport Py ;11w < 1. Cette baisse des prix se propage dans toute I’écono-
mie. En effet, toutes les entreprises réduisent leur prix du méme rapport
Py 111/ Py ¢ qui est €gal a la baisse initiale du codt des inputs Py ;41 /w.

L’équation (11) montre que la division du travail dans une firme ne peut étre

inférieure & une constante ppi, définie par (ci—l) p~YPmin = ] goit

Pmin =
ylnn

En effet si p; < pmin alors le prix choisi par ’entreprise est supérieur au
salaire horaire w et aucune firme n’achete alors le bien produit.

L’équation (10) montre que la condition p; < pmin implique que le prix
décidé par une firme est inférieur au prix de ses inputs. Le prix est d’autant
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plus faible que la division interne du travail est grande. En effet, plus celle-ci
est importante, plus les gains de productivité sont importants. ’entreprise a
alors intérét a augmenter sa production, donc a baisser ses prix, pour vendre
plus. Ainsi, la différence de prix entre un input de rang ¢ et un input de rang
t + 1 est une fonction croissante de la division du travail dans les entreprises
de rang t. Comme conséquence, le prix des biens capitaux est une fonction
croissante de leur rang dans la division externe du travail. Plus leur rang est
grand, plus leur demande est faible car les entreprises exploitent de moins en
moins les rendements croissants de la division du travail.

PROPOSITION 1. Dans le cas général, la division interne du travail choisie
par les entreprises de rang 1, p; décroit avec 1. La division externe du
travail s’arréte a une profondeur tmax qui est une fonction décroissante du
coiit de division du travail h et du coiit du travail w.

Comme la demande rencontrée par chaque firme est décroissante avec son
rang dans la division externe du travail, et comme la division interne du
travail est une mesure de I’exploitation des rendements croissants, on trouve
naturellement que la division interne du travail décroit avec le rang des entre-
prises. Comme la division du travail ne peut étre inférieure a pp;, la division
externe s’arréte car il n’y a plus d’opportunité de profits. Les sens de variation
sont intuitifs. Une augmentation du cofits du travail et du cofit de division du
travail diminuent les rendements croissants, donc le choix de division interne
de chaque entreprise et finalement la profondeur de la division externe du
travail #pax.

Comme le bien final a été choisi comme numéraire, une diminution de w
peut étre une diminution du salaire réel ou une augmentation du prix nominal
du bien final. Ainsi, si la demande adressée a I’économie augmente le prix de
vente du bien final augmente ce qui équivaut dans le modele a une baisse de
w. La division verticale du travail #pax augmente alors. On retrouve ainsi le
résultat de STIGLER [1951] qui relie le degré de désintégration verticale et la
demande adressée a un secteur. En effet, pour celui-ci, la croissance d’une
branche industrielle se mesure a la vitesse de désintégration verticale.
Inversement, une branche industrielle en déclin se concentre verticalement.
Ici, une branche industrielle qui voit une demande importante a une division
externe du travail plus développée. La création de nouveaux biens capitaux a
lieu avec la création de nouvelles taches. Le modele est donc conforme a 1’in-
tuition de SMITH qui relie division du travail, ici interne et externe, et taille du
marché.

Nous avons jusqu’a présent modélisé I’articulation entre division interne et
division externe du travail en considérant le salaire constant. Cependant, le
processus de division du travail modifie la demande de travail de 1’économie.
On s’attend donc a voir le salaire évoluer. L’étude de I’influence de la taille de
la population sur les salaires meéne au modele de croissance endogene.
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4 Division du travail et Croissance
endogene

En équilibre partiel, la section précédente montre que la taille des entre-
prises décroit avec la division externe du travail. Lorsque 1’on rend le salaire
endogene, la taille des entreprises tend vers une constante non nulle, lorsque
le taux de croissance de la population est positif. Cette augmentation continue
des détours de production permet un taux de croissance par téte positif. La
figure 2 montre maintenant 1’évolution de 1’économie.

FIGURE 2
Meécanisme de croissance auto-entretenue

AN

v

44— | Offre de travail
salaire

‘—<

Nous supposons que tout le revenu, la somme des profits et des salaires, est
dépensé a chaque période. Cette hypothese n’a pas de conséquence sur le
bien-étre car les ménages sont indifférents entre consommer et épargner au
taux d’intérét réel en vigueur. A chaque période ¢ de nouvelles entreprises
apparaissent, ce qui modifie le colit des inputs que voit les autres entreprises,
donc les prix fixés par les entreprises, notamment le prix du bien a la
consommation. Par ailleurs, 1’évolution de la division du travail modifie la
demande de travail donc le salaire horaire de la période 7, noté wy;.

Le profit d’une firme terminale s’écrit maintenant

nP
(12) 7t (p,xi) = Pr(q)q —/ xjw; di —hw;(n+ 1P avec 0 <i <n?
0
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La résolution demande la détermination de la fonction de demande qui se
fait comme dans la section précédente.

LEMME 3 : Les entreprises de rang t voient une fonction de demande inverse

§—

N

(V 7§)X1—1 s—1 t _l L.
de la forme : Pi(q) =n (T) q~ 5. Elles choisissent une

division du travail p; définit par :

p s(t+1)
(13) n + 1 1 _ ly lnn w_s S — 1 n(y(s_l)_l))(t
n A lnm+1 ! K

Les deux équations précédentes permettent de calculer, comme dans la
précédente section, le ratio au sein de chaque firme du nombre de travailleurs
consacrés a la production sur le nombre de travailleurs consacrés a 1’organisa-
tion

nPix Iln(n+1)
T = = —
h(n + 1)P: y Inn

L’équilibre du marché du travail permet maintenant de déterminer la divi-
sion du travail et le taux de croissance d’équilibre.

(14)

4 .1 Marché du travail

La demande totale de travail est la demande de travail d’une firme terminale,
multipliée par leur nombre x; i : Dl"‘“"”l = pXi-1 (npfxt +h(n+ 1)Pf).
L’équilibre du marché du travail s’écrit

t il
Dtraval — LZ

L’étude des implications de cet équilibre, faite en annexe donne le résultat
suivant.

PROPOSITION 2. La division du travail au sein de chaque nouvelle entreprise
tend vers une constante définie par

u

15) Poo =1
nn

ou u est le taux de croissance de la population.

Si la population ne croit pas, le colit du travail augmente trop vite par
rapport au gains de productivité et la division du travail s’arréte. La division
du travail est donc limitée par le marché du travail. Dans le cas contraire, la
division du travail engendre des gains de productivité qui permettent une
augmentation du revenu par téte. Le taux de croissance de I’économie est
alors déterminé par la croissance de la population.
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PROPOSITION 3. Le taux de croissance du revenu réel par habitant g tend
vers

1
oo =< (y(s =D —=Du
ou u est le taux de croissance de la population.

Le taux de croissance par téte de 1’économie est une fonction croissante de
y. Ce coefficient mesure en effet les gains de productivité induits par une
augmentation de la division du travail. De plus, le taux de croisance est une
fonction croissante de s qui décroit lorsque le pouvoir de monopole des entre-
prises augmente. La présence du coefficient s dans le taux de croissance par
téte n’est pas liée au pouvoir de monopole des entreprises, mais provient des
rendements décroissants du secteur produisant le bien final. Si ’on fait
converger ses rendements vers des rendements constants, s tend vers I’infini
et le taux de croissance par téte tend vers yu. Le taux de croissance par téte
est positif ou négatif suivant la position relative de y et de 1/(s — 1). En effet,
il faut des gains de productivité suffisants pour permettre une croissance de la
consommation par téte, car le secteur qui produit le bien final est a rende-
ments décroissants.

Cette expression montre que la division du travail aboutit dans ce modele a
une croissance semi-endogeéne. Cette dénomination vient de JONES [1995] qui
la reprend lui-méme de ARROW [1962]. Elle recouvre la classe de modele
ayant un taux de croissance par té€te positif si la population croit : ce n’est pas
directement le niveau des ressources mais leur taux de croissance qui déter-
mine le taux de croissance de long terme.

Cependant, lors de la dynamique transitoire, la taille de la population
influence également le taux de croissance. En effet, une économie avec une
population importante voit un cofit du travail plus faible, donc une division du
travail et une croissance plus importante. Ces effets sont présentés dans la
figure 3, qui résume des développements menés en annexe. Si la quantité de
travail disponible est faible, le taux de croissance croit vers sa valeur de long
terme. Si la taille de la population est plus importante le taux de croissance
décroit vers sa valeur de long terme. Dans tous les cas, plus la quantité de
travail disponible est importante plus I’économie croit vite. Ainsi, méme si la
taille de la population est constante, donc le taux de croissance par téte nul a
long terme, I’économie voit un taux de croissance positif qui décroit vers 0.

FIGURE 3

Taux de croissance par téte en fonction de la taille de la population avec
un taux de croissance de la population identique

g 4

Population nombreuse

Population peu nombreuse

v
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Enfin, cette croissance auto-entretenue n’est possible que si le revenu initial
des consommateurs permet a la division du travail de se développer et de
distribuer des revenus supplémentaires. Or la section précédente montre que
des revenus trop faibles, ou un cofit du travail ou de division du travail trop
important ne permettent pas a celle-ci de s’amorcer. Dans ce cas 1’économie
est bloquée dans une trappe a pauvreté.

5 Croissance optimale

La résolution du programme du planificateur central permet de déterminer
dans quel cas les allocations décentralisées sont optimales et, si elles ne le
sont pas, quels sont les changements susceptibles d’augmenter le bien-étre de
I’économie. Contrairement aux agents de 1’économie décentralisée, le planifi-
cateur central connait la nature du progres technique, et donc le lien entre la
division interne du travail des entreprises et le nombre de nouveaux biens
capitaux introduits dans I’économie. Le programme optimal, qui nécessite
quelques calculs est résolu en annexe. Les principaux résultats sont résumés
dans la proposition suivante.

PROPOSITION 4. Le long d’un sentier de croissance équilibrée ou la fraction
de la population allouée a la production est constante, la division optimale
de long terme est la méme que dans le cas décentralisé :

% u

P =

Le taux de croissance de la production par téte est aussi le méme :

1
g = =1 =Du

Par contre, la fraction de la population consacrée a la production sur celle
consacrée a l’organisation est différente :

1 1 —1
= —— (hl (n+1)— Bln (i) esT(VH)”)
n

- ylnn

Donc si B > 0 alors ™ < t, c’est-a-dire que I’économie décentralisé a un
ratio plus grand, donc relativement trop de personnes consacrées a la
production.

La division d’équilibre comme le taux de croissance de long terme sont les
mémes pour le programme optimal et pour I’économie décentralisée. Par
contre la dynamique transitoire n’est pas optimale dans le cas décentralisé. En
effet le ratio 7 des travailleurs alloués a la production sur les travailleurs
alloués a I’organisation est inférieur au ratio optimal t*. Le bien-étre de la
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société peut donc €tre augmenté en incitant les entreprises a consacrer plus de
ressources a la coordination de la division du travail. Ceci tendra a augmenter
le nombre de tache donc les gains de productivité a la période suivante du fait
de I’introduction de nouveaux biens capitaux. A long terme par contre, le taux
de croissance par téte dans le cas décentralisé et dans le cas optimal coincide.
Cette propriété, optimalité de 1’équilibre décentralisée, sous optimalité lors de
la dynamique transitoire, se retrouve dans d’autres modeles de croissance
sans effets d’échelle (JONES [1999]), comme celui de SEGERSTROM [1998] par
exemple.

Les inefficacités qui se révelent dans la dynamique transitoire sont de deux
ordres. Elles ont toutes le méme effet, qui est de diminuer la valeur de la divi-
sion du travail décidées par les entreprises par rapport a ’optimum. La
premiere inefficacité est la nature monopolistique de la production des entre-
prises, qui tend a diminuer le volume de la production : la prise en compte de
I’élasticité prix par les entreprises tend a diminuer la valeur d’une unité
marginale produite, car celle-ci contribue a diminuer le prix de vente de I’en-
semble des autres unités produites. La seconde inefficacité concerne 1’absence
de compréhension par les entrepreneurs de la relation entre la diversité des
taches qu’ils déterminent et le nombre d’innovations a la période suivante. Ce
choix de modélisation a été justifié a la section précédente. Si les entrepre-
neurs connaissaient cette causalité, ils décideraient une division interne du
travail plus importante car I’augmentation du nombre de tdches augmentent le
profit de I’entrepreneur une fois que sont entreprise est mécanisée.

6 Résumeé et Conclusion

Ce modele explique la croissance du revenu réel par habitant par la dyna-
mique de la division du travail. Celle-ci est a la fois interne et externe. La
division interne du travail dans les entreprises engendrent des gains de
productivité et est limitée par des cofits d’organisation. Par ailleurs, celles-ci
engendrent une demande potentielle pour des biens capitaux qui sont produits
par des nouvelles entreprises qui divisent elles-méme le travail. Ainsi, tant
qu’il y existe des opportunités de profits, de nouvelles entreprises produisent
de nouveaux biens capitaux, allongeant ainsi les détours de production.
Contrairement aux modeles qui font dépendre le nombre d’innovations par
période de la seule intensité de recherche, ce modele formalise le processus
qui engendre les opportunités d’innovation susceptibles d’augmenter la
productivité. Le modele a d’abord été étudié en équilibre partiel.
L’allongement des détours de production croit lorsque la demande adressée
aux entreprises augmente. La fonction de production agrégée présente alors
des rendements différents de ceux des entreprises. L’ existence des détours de
production provient de deux tendances. Les cofits de coordination de la divi-
sion du travail tendent a diminuer le nombre de taches par entreprise et
augmenter la coodination de celles-ci par le systeme de prix. L’existence de
rendements croissants engendrés par la division du travail tend a augmenter la
division du travail dans les entreprises. L’équilibre de ces deux tendances
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délimite la division du travail au sein et entre les entreprises. Avec I’hypothese
de plein emploi des facteurs, la causalité circulaire entre la division interne et
la division externe du travail engendre un allongement continu des détours de
production, dont résulte un taux de croissance par téte positif qui dépend du
taux de croissance de la population. La croissance provient alors de I’augmen-
tation du nombre de tiches réalisées dans 1’économie, qui sont incorporées
dans des biens capitaux le long des détours de production. Enfin, 1’étude du
programme optimal a montré que 1’équilibre décentralisé alloue trop peu de
ressources a la coordination de la division du travail. v
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ANNEXES

Déemonstration du lemme 1

La section précédente montre que le lemme est vrai a I’ordre 1. Supposons
que le lemme est vrai a I’ordre ¢. Le programme des entreprises terminales, de
rang t est alors

npt
max P, (q)q — / wx; di —hwm+ 1P ou0<i<n?
Xi, Pt 0

Avec la fonction de demande (8) et la fonction de production (3). Les
conditions du premier ordre donnent apres quelques calculs

L (5= s h—hrs =)
(16) Xji=w nv Xi—1, ¥ Pt
S
i 5 — 1 S(f“"l) —1)—1
a7 I L=,
S
et

p _ s(t+1)
(18) n—+1 t _ ly Inn w=s N 1 n()/(S_l)_l)Xt
n h' In(n+1) S

L’arrivée des entreprises de rang ¢+ 1 entraine une substitution des
travailleurs par les machines si leur prix le permet. Si P; est le prix du bien
capital qui prend la place du travail réalisé sur la tiche i dans I’entreprise de
rang t, le programme de 1’entreprise devient

n?P
math(qt)q,—/ Pigldionk = 1..n”
qi 0

. . . P(V-%) v 5L\ 5T
La fonction de production est maintenant g; =n § o 4;° di .

Par I’hypothése de récurrence, la fonction de demande inverse est (8). La
maximisation du profit des entreprises de rang ¢ donne les fonctions de

demande
d s — 1\ (y(s—1)—1) s
S 1)— _
qi — < ) n 14 eri

N

Les entreprises de rang ¢ + 1 qui produisent & un prix P;, 0 <i < n?’
voient donc une fonction de demande inverse
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o\ (ys;—l)xt 1
Pt+1(q>=( S) n\ t )Ty

Les calculs qui ont permis de trouver (18) montre que (9) est vrai a I’ordre
t + 1. Ce qui montre que le lemme est vrai au rang ¢t 4 1. Par récurrence le
résultat est donc vrai a tous les ordres. v

Démonstration du lemme 2

L’équation (16) donne la demande de travail pour chaque tache.
L’expression de la fonction de production (3) et de la fonction de demande
inverse (8) permettent d’exprimer le prix fixé par les entreprises de rang
t + 1, lorsqu’elles sont les dernieres dans la division externe du travail.

(20) Prii+1 = ( : ])n_yp’“w
s —

Toutes les entreprises de rang ¢ + 1 décident donc du méme prix. En calcu-
lant la production avec les équations (7) et (19), et en utilisant (8), I’on peut
déterminer le prix fixé par les entreprises de rang ¢ en fonction du prix fixé
par les entreprises de rang ¢t + 1.

s ~YPr+1
(21) Priv1 = s —1 n Pry1 41
Larrivée de nouvelles entreprises ne changent pas le programme des entre-
prises préexistantes, sauf pour les dernieres. Ainsi, le prix fixé dépend de la
méme maniere du prix des inputs. Ainsi I’on peut directement écrire, en utili-
sant (21)

N

(22) Vi<t, Priy1= < )n_”p’“PlH,zH

s—1
t
41—l VD Pk
Avec (22) et (20), on montre Pj; = <5Sj> n k= w. En prenant

cette équation exprimée au rang f et au rang ¢ + 1, on trouve la derniére équa-
tion du lemme. \4

Démonstration de la proposition 1

L’équation (9) est la fonction de récurrence que vérifie la division interne
du travail

p s(t+1)
(23) n-—+ 1 4 _ ly Inn w_s s—1 n(y(x_l)_l)xt
n h' In(n+1) s
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En divisant cette égalité en r + 1 par celle en 7, on trouve 1’équation de
récurrence

n—+1

s
I +1In Dt

s —

Pt+1 (In(n+1)—y(s—1Dlnn) = —sln

Cette équation montre qu’il existe un seuil

(24) P’ = sln— /I 0D

s —

qui est 1’équilibre instable de cette récurrence, tel que si p; < p* alors la divi-
sion interne du travail décroit et tend vers —oo, et si p; > p* alors la division
du travail augmente tend vers +oo. Ce seuil tend vers I’infini lorsque
y(s — 1) tend vers 1.

On privilégie dans cette section le cas p; < p°. En effet, le salaire étant
constant dans cette section, il est irréaliste de considérer un cas ol le nombre
de entreprises augmente continument et tend vers l’infini, sans considérer
I’équilibre du marché du travail. Cet équilibre est étudi¢ dans la section
suivante. On se restreint donc ici au cas p; < p®.

On vérifie facilement que la solution de cette récurrence est

=2
(25) pr=a"'pi—b) d*
k=0
avec a = In 1 /In n(f(tll)) >0eth= slns%]/ln;;’(ﬂl)) > 0. La division du

travail des entreprises de rang 1 est donnée par 1’équation (5). Le graphe de la
figure précédente correspond donc au cas ou p; < p°. La division du travail
décroit et s’arréte en fait au premier rang fmax tel que py,,. < Pmin. La solu-
tion (25) montre que la division interne de chaque firme, décroit lorsque pq
décroit. Ainsi, comme p1, le rang fpax est une fonction décroissante de & et
w, ceci suffit a démontrer la proposition. v

Démonstration du lemme 3

La démonstration de ce lemme est exactement celle de la section précé-
dente. Le salaire horaire est maintenant indexé par la période. Les conditions
du premier ordre pour les entreprises terminales donnent la demande de
travail pour chaque tache, x; :

1
e (2 -
(26) X = w, n

N

Le choix de la division interne du travail par I’entreprise est donnée par
I’équation (12). Le coft de division du travail est

(27
s(t+1)
By (1 + 1P =yl 0 (=1 R G=D=Dxe 1,7 (=1,
" In(n+1) S
Ce qui permet de déduire (13). v
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Démonstration de la proposition 2

La demande totale de travail est la demande de travail d’une firme termi-
nale, multipliée par leur nombre x,_i: D;mva"l = pXi-1 (n”’x,
+h(n+ 1)1”), ol x; et h(n + 1)P* sont donnés par (26) et (27). L’équilibre

L; = DIravail ggerit

Inn s — 1)\ 0+D
28) L, =w (1 Xi—1, (V(s=D=Dxe y pr
(28) Ly =uwy ( +V1n(n+1))” n P =

On peut déduire le salaire horaire

Inn s —1\*¢+D
29 s _ 11 e IS 2 CE O) 78 i
(29) Wi ! ( +yln(n+1)>n s

En utilisant (13), on trouve finalement 1’équation de récurrence

1 1

CED) Lin
1+l
Y lnn

—Xi—1

(n+ )P =

En divisant cette équation par la méme équation exprimée pour la période

ooz 1 1 N
t — 1, on peut calculer la différence p; — pi—1 = g U — ln(;zl)pf—l’ ol
u est le taux de croissance de la population. Nous supposons qu’il est suffi-
samment faible pour permettre la simplification d’écriture In (1 + u) = u.
Soit la constante peo = ﬁ L’équation précédente montre que
Dt — Poo = lnzziil) (pr—1 — P—oo). Cette égalité montre que la division

interne du travail tend toujours, et de maniere monotone vers la division du
travail de long terme poo. Ainsi, si la taille initiale de la population détermine
une division du travail dans les entreprises de rang 0 égale a pg > peo, alors
la division interne tend en décroissant vers ps. Dans le cas contraire, elle
tend en croissant vers sa limite. v

Démonstration de la proposition 3

Chaque firme de rang [ >1, non terminales a une production

pz(V—ﬁ) ar SLONS-T . .
qr=n ; 0o ¢;° di , ou g; est la quantité d’input de type i

que les entreprises de rang ¢ achetent a une firme de rang ¢ 4+ 1. Par symétrie,
la quantité g; achetée est la méme pour toutes les entreprises et tous les inputs

et est égale a la production d’une firme de rang r+ 1. D’ou
g1 =nP'YTDg | Cette équation définit une équation de récurrence qui
donne la production d’une firme qui produit un bien final g; = n(+Dxi- qr,

avec x;—1 = ZZ_:I] pr- De méme, en utilisant le fonction de production (3),
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et par symétrie, les dernieres entreprises, qui sont de rang ¢ ont une production
q: = n+DPiy, En utilisant cette équation, on trouve ¢| = n+Dxix,.
Enfin la fonction de production des entreprises produisant les biens finals (1),
donne enfin la production totale

s—1

s=1 1
(30) Yi=mq,* = mn(V'H)STX’x, s

En utilisant la production totale donnée par (30) on trouve

-1 s=1
% — DS P <x’—+'> * . En utilisant (26) et (29), on obtient

t Xt

s—1

31) Yiv1 _ <L1+1nypt+l>T

Y, L;

La puissance ‘;—1 vient des rendements décroissants des entreprises produi-

sants le bien final. Le terme n¥”'+! représente les gains de productivité induit
. S . L

par une augmentation de la division interne du travail. Enfin le terme Ii—+,l

traduit simplement 1’effet de 1’augmentation des ressources totales sur la

production totale. On trouve un taux de croissance par téte g,y = lnY’TJ[rl

—u=y %ln npry1 — %u. Cette équation montre que la présence de s dans
le taux de croissance provient des rendements décroissants du secteur produi-
sant le bien final, qui fait apparaitre une puissance s;—l dans I’équation (31).

De plus, cette derniere équation montre que la dynamique du taux de crois-
sance est la méme que celle de la division interne du travail, ce qui nous
permet de déduire la dynamique transitoire du taux de croissance de celle de
la division interne du travail. En utilisant la valeur de la division interne de
long terme on trouve le taux de croissance par téte d’équilibre

s—1< 1 >
8oo = Y — u
s s—1

Démonstration de la proposition 4

Le planificateur maximise I’utilité intertemporelle des ménages qui ont une
préférence pour le présent r. Il choisit a chaque période le temps x alloué a
chaque tache de 1’économie, la demande de facteurs, ainsi que la division
interne du travail p dans chaque entreprise. Pour rendre 1’exposition plus
facile, la résolution est fractionnée en 2 lemmes.

LEMME 5 : La production totale a chaque période est
s—1 s—1
Y, = n(V'H)Tert g
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L’écriture du programme du planificateur se simplifie car il est symétrique,
c’est-a-dire que le temps optimal alloué a chaque tache est le méme pour
toutes les tiches et que la division interne du travail est la méme dans toutes
les entreprises de méme rang. Les entreprises de rang [/ produisent une quan-
tité g7, avec une demande d’input ql.d il de type j demandé par I’entreprise i
de rang /. Chaque bien étant produit par une seule entreprise, la demande

qid il des entreprises de rang [ est égale a la production d’une entreprise k de
o
rang [+ 1, g ;-

Toutes les entreprises de méme rang [ ont une méme division interne du
travail p;. Le nombre de tiche par entreprise est donc n?!, qui donne lieu a
I’apparition d’autant de nouvelles entreprises, pour chaque entreprise de rang
[. Ainsi les entreprises produisant les biens finals sont un continuum de

longueur m, les entreprises de rang 1 sont un continuum de longueur mn?0 et,
t

avec la notation de la section précédente x; = Y px, les entreprises de rang
k=0
[ sont un continuum de longueur mnXi-!, x; obéit a la loi de récurrence

Xt = Xt—1+ pr-
Les entreprises non terminales ont une fonction de production

1 nPl s—1 5 _
Pl(V‘T) d Y5 5.\ 1
i =n = (/0 (%‘,j,l) dJ) =n* )mqig,lj,l

avec qu’l = ql?,l avec0 < i <nX—10< j <nPletO <k <nXi-t xnPl =npX,

La fonction de production des entreprises terminales est

Pt( _L) nPt s—1 Ll
o _ s—1 d g i\ — ,(v+Dprd
q;,=n (‘/(; (xi,j,t) dj) =n X

Comme toutes les entreprises de méme rang / produisent la méme quantité
q1, les équations précédentes donnent g; = nr+hp qi+1 pour I <t —1,et

qr = n+DPi x, Finallement la production du secteur produisant le bien final
est

t
s—1
()/+1)TZPI< s—1 ( +1)s_l s—1
k=0 x, % =nV s Xix, S C.Q.F.D.

Y, =mn

Cette équation est la méme que dans le cas décentralisé. Elle utilise en effet
I’équilibre des marchés et les fonctions de production, qui sont identiques
dans les deux cas.
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LEMME 6 : Le programme optimal est

s—1
k (y+1HEi= Xk T
max B “mn s Ak x
Pts Xz Z k

(32) nX =1 (nPkxi +h (n + 1)) = Ly

(33) Xk = Xk—1 t+ Dk

Le planificateur fait face a deux contraintes. La premiere est I’équilibre du
marché du travail. Celui-ci est donné par mnXi=1 (nP'x; + h (n + 1)Pt) = L; :
I’offre de travail L; est égale a la demande de travail de chaque firme pour la
production n?'x; et pour I’organisation & (n + 1), multipliée par le nombre
de entreprises terminales mnX—!. La seconde contrainte est 1’externalité
reliant la division interne et externe du travail. Cette externalité est résumée
par I’équation x; = y;—1 + p; : le nombre d’entreprises dépend de la division
interne du travail et du nombre de firme de la période précédente.

Les résultats principaux sont donnés par la proposition 4. Le lagrangien
s’écrit

7= i ,Bkmn(y+l)s P 1(Xk—1+Pk)

s—1
N
Xk

+ Z [Qk (Xk — Xk—1— pk) + Ak (nXk‘lnpkxk +nX=1h (n + 1)Pk — Lk)]
k=0

La dérivée par rapport a x; donne

S
— (y+1) (x +p) -1
(34) 1 Blmn s PSP = 0
S

La dérivée par rapport a x; donne

5 —
—1 (r+D Outppr) 51

(35 r+ 1) ——Innpmn s X, 01 0 — 0

(36) + A 1ln nnkt (”ptﬂxt—H +h(n+ 1)Pt+1) -0

La dérivée par rapport a p; donne

s—=1
(37 (y + 1) ln np mn(V'H) Lo 1+p;) -

(38) + An X! (ln nnPix; +In(n+1)h(n + 1)17:) =0
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L’équation (35) avec la contrainte (32) en ¢ et (34) donne

1 5~ ]1 1+1 (V‘f‘l)%(XH‘PtH) %
y+1D . nnB' " mn X0
=—0; + 6,41 — Mr1lnnLsyy — (y + 1) InnimX—nP x,
= —9[_1 + 9[ — )\.zlnl’lL[
d’ou

Minn (Ly — (v + D nix;) = 6, — 6,
(34) et (37) donnent

— (v + DInninXx; 4+ Adn (n+ D)X=t (nPix; + h (n + 1DP")

39
( ) + In L)\,ZI’ZX[)CI = 9;
n+1

Soit
6 =2 (Inm+1) L —(n (n+ 1) + ylnn) n¥x;)

(35) et (37) donne

i1 = 6+ MdnnLy = —6; + Jdn (04 1) Ly +1n " A
on trouve le systeme
(40) 61 = JIn (" :lr 1) (Li — n¥ix,)
(41) 0 — 0;—1 = MInn (L — (y + D) n¥ixy)
(42) =2 1ﬂzmn<(y+1)s+l_l)xrx,_%
(43) Ly =nXix; +n%X-1h (n + 1)
(44) Xt = Xt—1+ Pt

La dynamique transitoire de ce systeéme est impossible a étudier analytique-

ment, cependant 1’on peut étudier les propriétés des sentiers de croissance

équilibrée, c’est a dire les sentiers de croissance a taux constant.

Notons p la proportion de la population consacrée a la production, soit

nXtx; = pLy. La fraction de la population consacrée a la coordination est

nXi=1h (n + 1)?* = (1 — p)L;. I’équation (43) donne la production
—1

s—1 s—21 s
Yy = mn VDT Xy 5 = ——1/3 Pan®ix,
s—

s —t
=7z 1,3 AtpLy
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Le systeme se réécrit

n+1
Or—1 = Atln (T) (I =p)L;
Oy =A[In(n+ 1)1 — p) —yplnn] L,

Les deux premieres équations donnent

A¢ln (n%) (I1=p)Lt =2—1 [In(n+ 1)(1 — p) — yplnn] L,
Soit
A _[n(+ DA —p) —yplnn] L
Ai—1 In (rlnil> (1—p) L;

La croissance de la production totale est
i1 MLy
Y B Ar—1Li—
_ lin@®m+ DA = p)—yplnn]
B +1
P (=) a-p

Comme on a
nX=th(n+ HP" = (1 - p)L;

En divisant cetteéquation par son expression en ¢ — 1, on trouve
nP=t(n+ )P~ P-1 =14u

En prenant le logarithme, on trouve 1’équation de récurrence

1 Inn
u — _
mr+D Imm+ !

Pt — Pt—1 =

Cette équation est la méme que dans le cas décentralisé, ainsi la division
interne du travail tend vers la valeur

La production s’écrit

s—1 s—1 s—1 s—1
YtzmnVTX’ (ntht) S =mnY s Xt (pL;)s

Soit

Y; s—1 s—1
prlnn +

u—u
t—1 s
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D’ou

s —1 s—1
u+

*

§ =V

u—u:%(y(s—l)—l)u

La fraction de la population consacrée a la production est déterminée par

Yt . 1 )"l‘Lt
Yt—l ,3 )‘l—lLt—l
_ 1ln@x+ DA = p) —yplnn]

B ln(n+1>(1—p)
n

—u = g* donne

Y

L égalité In
Y

1 [In( + 1)(1 = p) — yplnn]
Foom (=) a—-p

1
= ;(y(s— D—14+5)u

Comme p est la fraction de la population consacrée a la production sur la
population totale, le ratio t* = p/(1 — p) est le ratio de la population consa-
crée a la production sur la population consacrée a I’organisation. L’ expression
précédente permet de déterminer t*.

1 1 —1
* <ln (n+1) — Bln (i) esT(V-H)u)

- ylnn n

Le ratio optimal 7* et le ratio décentralisé t coincident si 8 est nul. Ce cas
correspond a une préférence pour le présent totale de telle sorte que le planifi-
cateur maximise a chaque période I'utilité de la génération de la période.
Dans tous les autres cas, la fraction optimale de la population consacrée a la
production est inférieure a celle du cas décentralisé.
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